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Introduccion:

En diversas areas de la matematica aplicada umalileecuente es la busqueda de la solucién
mas apropiada para determinado problema. Si laratena del problema lo permite, es
conveniente formularlo en términos matematicos pai@rar su solucion. Esta busqueda de
valores optimos constituye el tema de estudio @plamizacion Matematica. Pero para poder
abordar la teoria de optimizacion se necesitanaonientos elementales sobre convexidad de
conjuntos y funciones. En especial para el estddida teoria economica, el problema de
convexidad constituye un importante desafio.

La Matematica ofrece un conjunto de técnicas quenipe saber si el problema tiene solucion
y, en caso de tenerla, localizarla, conocer swctenisticas e identificar la mejor. Las técnicas
para analizar si los valores encontrados como [essdxtremos efectivamente lo son, dependen
de las caracteristicas de concavidad y/o convexdéada funcion. Los problemas sobre
extremos, es decir determinar cudl es la deciggimé a tomar en una situacion, requieren un
estudio especial sobre convexidad de conjuntosfyrdzones.

Por otro lado también es necesario el analisisodeexidad para conocer el ritmo en que una
funcion crece o decrece. Si la funcion es crecigrdeaumento que experimenta es cada vez
mayor, se dice que crece a “ritmo creciente”. Enliia si es creciente pero el aumento es cada
vez menor, se dice que crece a “ritmo decrecieie’el primer caso la funcién es convexa y
en el segundo caso la funcidn es concava. Coneisioras débiles que las necesarias para la
concavidad y convexidad de funciones estan dadas eonceptos de funciones cuasiconvexas
y cuasiconcavas, que necesitan conocer los estagdida la Licenciatura en Economia.

Dada la importancia que tiene el estudio de la exia\ad, previo al desarrollo de los temas de
Optimizacion contenidos en la asignatura Calcujoed necesario reforzar el estudio de
conjuntos convexos. Este documento constituirasinde preliminar que sera trabajado a
distancia, via Internet, en el espacio que la nzapEsee en el Campus Virtual de la UNCuyo:
http://uncuvirtual.uncuyo.edu.aComo lo requiere la modalidad de autoaprendigag se
aplica en las instancias virtuales de los cursete enaterial didactico tiene un formato
dialogado, con gran contenido grafico, y parametisgales que lo hagan ameno y sencillo
para su lectura en soledad, con apoyo tutoriappde del docente, via Internet.

Por su implicancia en la formalizacion de concept®e conjuntos y funciones convexas, a
partir de nociones elementales abordadas en ugiaaisia anterior en el plan de estudios, de
combinacion lineal de vectores en un espacio viettoeal, se trata en particular las

combinaciones lineales convexas, A partir de lalBoaction lineal convexa se obtienen

expresiones analiticas formales de conjuntos casvgxde conjuntos que constituyen la

capsula convexa de un conjunto finito de puntos.



Desarrollo:

A- ¢Recuerdas qué es uneombinacion linealentre vectores de un espacio vectorial?

Dados dos vectoras y v de un espacio vectorial, se llama “combinacioedirdeu y v’ a
cualquier expresion de la forman (1 + v ) donde o y B son escalares (numeros reales).

Un vectorw es combinacion linealeu y v si existen niumeros reales y  que permiten
expresaw de laformaw =au +p v.

Dado un conjunto finito de vectores,, v, ....,, de un espacio vectorial real,
unacombinacion lineal (CL) de esos vectores es un vector de la forma:

o, v; + %, v, + ...+, v, enlacuallos coeficientesc;, «%,, ..., %, son
nameros reales.

Los vectores son conjuntos ordenados de numerdssyei@ntas componentes como la
dimensién del espacio vectorial al cual perteneSegl vector se ubica con su punto inicial en
el origen de coordenadas, sus componentes soadedenadas del punto final. Esto hace que
todo vector quede determinado de manera Unicaapardordenadas del punto final y permite
su representacion grafica si el espaci®@es R3.

Considera los vectores d@?: u=(2,1) v =(-1,3) r= (—1, - %)

a- Realiza combinaciones lineales entrg/ v y representa graficamente.
b- Realiza combinaciones lineales entreg/ r y representa graficamente.

Puedes comprobar lo realizado, con ayuda del proagvéathematicaaccediendo a un archivo
que también te permitira efectuar la representagiéfica.

a- Se hace la combinacion lineal v +p v utilizando la generacion aleatoria de los
escalares y 3, con la instruccion "Random”.

Debes evaluar la celda varias veces y observalidtiatos resultados.
Los vectores iniciales u y v apareceran gréaficamentcolor negro y rojo, respectivamente.
Los vectores resultantes de la combinacién lineateceran en color azul.

Accede haciendo “Ctrl + clic” a:
combinacién lineal.nb

Se muestran las graficas de algunos posibles aeggit



Observa que los vectores u y v son Linealmentepieidientes.
b- Luego se repite el proceso haciendo la combindiiéal entreuyr. wau+fr
Debes evaluar la celda varias veces y observalidtiatos resultados.
Los vectores iniciales u y r apareceran graficamentcolor negro y rojo, respectivamente.

Los vectores resultantes de la combinacion lingatexeran en color azul.
Las gréaficas de algunos posibles resultados son:

e

Observa que los vectores u y r son Linealmente mbpetes.

Intenta contestar las siguientes preguntas:
¢, Qué obtienes con la combinacién lineal? Doéndmseentran los puntos obtenidos?
¢, Qué diferencia encuentras entre los casos a 'y b?

B- ¢Recuerdas qué es uneombinacion lineal convexa

Si en una combinacion linedé vectores los coeficientes son todosiegativosy suman unq
se dice que la combinacién lineal es convexa.

Dado un conjunto finito de vectores,, v, ...., v, de un espacio vectorial reaf,
unacombinacion lineal convexgCLC) de esos vectores es un vector de la forma:

o, v, + %, v, + ..+ %, v, enlacuallos coeficientes<;, «,, ...,x, son
nameros reales que satisfacen:

Vi=1,..,n: «G€[0,1] y o+ + o+, =1




La combinacion lineal convexa de dos vectargsy, puede escribirse de la forma:
w=oau+(l-a)v conxe[0,1]

siendo ésta una forma muy utilizada en las areapliteacion, pues asegura que la
sumatoria de los coeficientes es igual a uno.

Volviendo a considerar los vectores &8é: u=(2,1) v =(-1,3)
realiza ahora combinaciones lineales convexas enyre y representa graficamente.

Comprueba lo realizado, con ayudaMigthematicaaccediendo con “Ctrl + clic” a:
combinacion lineal convexa.nb

Se hace la combinacién lineal wa# + (1-0) v utilizando la generacioén aleatoria del emcal
x € [0,1], con la instruccion "Random".

Debes evaluar la celda varias veces y observalidtiatos resultados.

Los vectores iniciales u y v apareceran graficamentcolor negro y rojo, respectivamente.
Los vectores resultantes de la combinacién linealexa apareceran en color azul.

Te mostramos las gréficas de algunos posiblestagks:

Observa la posicidon de los puntos obtenidos alcorala CLC...

Si no has advertido la ubicacion de los puntosefaslas siguientes gréficas:

a) Graficamente se observa que dados dos vectores u, v pertenecientes a R7, si se efectiia una
Combinacién Lineal Convexa (CLC) w= a u+ (1- a) v, se obtiene un punto del vector
diferencia (u - v).

La expresion matemdtica de un segmento se logra haciendo la CLC de sus puntos
extremos.



Veamos qué ocurre si consideramos tres puni@i1P®) , B(4,-3) , B(10,2) del plano.
Hacemos la CLC de los tres vectores que ubican con su extremo a dichos puntos:

vi=(3,10) v2=(4,-3) v3=(10,2)

W =01 Vit a2 Vot azvs con Vi >0 y og+ a2 +oz=1
Puedes observar con auxilio Mathematicaen el archivocombinacién lineal convexa.nb

b=

¢Adviertes qué ocurre con los puntos resultantes?

Tal vez la siguiente representacion te ayude authesio:
Pl |..."‘"----..
1 |I \‘_
Ps
V2 ~
P2

Repite el proceso y la representacion de nuevas combinaciones lineales convexas.

e

b) Graficamente se observa que dados tres vectores vy, vz, v3 pertenecientes a &7, si se

efectia una Combinacién Lineal Convexa (CLC) w = a1 vi1+ a2 v2+ a3 vs, se obtiene un

punto del tridngulo formado por dichos puntos.




Podemos probar analiticamente las afirmaciones a) y b):

a) Sise efecttia una Combinacién Lineal Convexa (CLC) w= a u+ (1- @) v, se obtiene un
punto del vector diferencia (u - v).

Py t(u-v)siendc 0<t<1

Si P es un punto comprendido entre P1 y P2 debe ser:
(P-P2)=t(u-v) siendo 0<t<1
W=v+((P-P2)=v+t(u-v)=v+tu-tvs=
1 =tu+(1-t)v
Resulta:
w=tu+(1-t)v queesunaCLC pues 0<t<1

Los puntos obtenidos con la CLC de los vectores U, V son los puntos del segmento P;P, .
Este segmento es un conjunto convexo.

b) Si se efectia una Combinacion Lineal Convexa (CLC) w = a1 vi+ a2z v2+ a3 vs, se
obtiene un punto del tridngulo formado por dichos puntos.

Py 3—V1) siendo 0<t<1 |W=vi+t{z—v)+r{2-u)
w=v1+t(Vs—vi)+r2—(Vitt(vza—vi)))

Vi . w=vi+tva—tvi+rva—rvi-rtvs+rt
siendo0<r <1 Vi
Ps w=(1-t—-r+rtyr+rva+ (t—rt)vs

- W es una combinacion lineal devz, va

P2

La suma de los coeficientes es:
QA-t—-r+rt)+r+(t-rt) =
=1l—-t—r+rt+r+t—-rts

Entonces:
w es combinacion lineal convexawevz, v

Los puntos obtenidos con la CLC de los vectores V1,V2,v3son los puntos del triangulo formado
por los puntos P1, P2, Ps.
Este tridngulo es un conjunto convexo.

Recordamos a continuacién qué es un conjunto conwax



C- ¢Qué esun conjunto convexo o céncave

Un conjunto C se denomi@ONVEXO si y solo si para todo par de puntpy de Cy
para todox € [0, 1], se verifica que:
w=au+ (1l-a) v pertenece aC.

Elconjunto I = {x e R/ —2 < x <5} es un conjunto convexo.
El conjunto A = {(x,y) € R?/y = x*} es un conjunto convexo.
El conjunto B = {(x,y) € R / y = x%} no es un conjunto convexo.

- Lainterseccion de conjuntos convexos es un confunbnvexo.
- La union de conjuntos convexos, en general, no @scenjunto convexo.

Un conjunto C se denomi@ONCAVO si y sélo si existe algln par de punipy de
Cyalgunx € (0,1), tal que:
w=au+ (1-a) v nopertenece aC.

C

El conjuntol = {x eR/-2<x<5 0 5<x <10} es un conjunto concavo.
El conjunto A = {(x,y) € R?/y < x?} es un conjunto concavo.
El conjuntoB = {(x,y) € R / y = x?} es un conjunto concavo.



Volvamos a pensar en la interpretacion geométecand CLC:

- de dos vectores distintos 84 o R3 resulta un segmento (conjunto convexo).
- de tres vectores distintos 84 o R3 resulta un triAngulo (conjunto convexo).

Consideremos ahora dos casos de cuatro vectoresn

I. Alos tres puntos #3,10) , B(4,-3) , B(10,2) agreguemos el punta(?,12).

Graficamente:

V4
Vi

v

Hacemos la CLC de los cuatro vectores que ubican con su extremo a dichos puntos:
vi=(3,10) v2=(4,-3) v3=(10,2) va=(5,12)

V3

W = 011 V1t 02 Vot 03 V3 + 04 Va siendo ViG>0 y Yr,o=1

Puedes observar con auxilio Mathematicaen el archivocombinacién lineal convexa.nb

Algunas respuestas son:

Los puntos obtenidos con la CLC de los vectores V1,V2, V3 V4 son los puntos del cuadrilatero
formado por los puntos P1, P2, P3, P4. Este cuadrilatero €S un conjunto convexo.

La conclusion anterior de haber logrado un conjgntovexo, es similar a la obtenida para dos
y tres puntos.

Sin embargo no siempre el conjunto limitado pottbs puntos o vectores considerados
pueden formar un poligono convexo, al cual pertesneas combinaciones lineales convexas.

Veamos el siguiente caso:



Il. Alos tres puntos #3,10) , B(4,-3) , B(10,2) agreguemos el punta(®,2).

Graficamente:
P1
Vi
va i Pz
V3
V2 P2

El poligono que result6é es concavo.
Si hacemos la CLC de los cuatro vectores que ubican con su extremo a dichos puntos:
vi=(3,10) v2=(4,-3) v3=(10,2) va= (5, 2)

W = 01 Vit 02 Vot 03 V3 + 04 V4 convi:;>0 y Y1 =1

Resuelve y grafica con ayudaMeathematicaen el archivocombinacion lineal convexa.nb

Algunas respuestas graficas son:

Se puede observar gue los puntos obtenidos c@Liaso todos pertenecen al poligono!

Repetimos los graficos marcando el triangulo foronaokr los punto®1, P2, P3:

Este triangulo es la envoltura o capsula convexa del conjunto de puntos P4, P2, P3, P4,

Capsula convexa de un conjunto de puntos es el conjunto que se obtiene con la CLC de los
mismos. Todas las combinaciones lineales convexas estan dentro de la capsula convexa.



Definicién:

Sea S un subconjunto de R», conjunto de k puntos S = {x;, x5, ..., X }.

Se denomina envoltura o capsula convexa de S, al conjunto C(S) formado por todas las

combinaciones convexas de los elementos de S:
k

k
C(S) = {Z «; x; talque: x; €S,¢,€[0,1] y Z o= 1}

i=1 =1

Dado un conjunto de puntos en el plano, si no tedtén alineados, la capsula convexa es un
poligono convexo cuyos vertices son algunos puébsonjunto inicial de puntos.

- C(S) es el menor conjunto convexo que contiene a S.

- C(S) es la union de todos los tridngulos determisgabr puntos de S.

- C(S) es lainterseccion de todos los semiespaciesgntienen a S.

- Un punto de S es un vértice de C(S) si no existgini triAngulo determinado por
puntos de S que lo incluya.

Existen numerosos problemas de las ciencias apkcgde requieren la determinacion de la
envoltura convexa de un conjunto de puntos. Pan@® una empresa de distribucion que

conoce la ubicacion de los puntos de venta y quengar con un mapa para organizar las
entregas con el menor costo de transporte. Otitalgor@a que requiere el auxilio del célculo de

la capsula convexa esta dado por el disefio de aj@bale contencion o transporte de ciertos
articulos, con el mayor aprovechamiento de espactm el minimo costo.

La diversidad de problemas que surgieron desde taas décadas, y el desarrollo de la
Informatica, hicieron que se desarrollara una ramg importante de las ciencias de la

computacién que se denomina Geometria Computacional

En ese ambito se aplican diversos algoritmos gea@uogt con mayor o menor grado de

complejidad, para encontrar la envoltura convexardeonjunto de puntos.
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